AMPPZ 2010 - Szkice rozwiazan

Zadanie A - Potrdjne drzewa

W naszym rozwiazaniu potrzebne nam beda dwie tablice, WY NIK i DRZEWO. W tablicy
WY NIK zapiszemy wartosci, ktére odczytamy z wejscia oraz skorzystamy z niej przy od-
czytywaniu wyniku. W tablicy DRZEW O wpisujemy natomiast w komorke odpowiadajaca
odczytanej wartosci ¢ liczbe odpowiadajaca numerowi porzadkowemu zapytania postawionego
przez Jasia. Tak wiec dla przyktadowego wejscia

9123456738
wartosci w naszych tablicach beda nastepujace:

WYNIK -> 912345678
DRZEWO -> 234567 891

Nastepnie zbudujemy strukture drzewa trzy-regularnego na tablicy DRZEW O. Dla kazdych
trzech potomnych wierzchotkéw bedziemy przekazywaé do rodzica maksymalna dostepna war-
tos¢. Tak postepujemy do czasu, kiedy pozostanie jeden wierzchotek.

DRZEWO -> 9
DRZEWO -> 4 7 9
DRZEWO -> 234567891

Nastepnie mozemy wybra¢ warto$¢ na samej goérze drzewa (1 lub 0). Wymusza to wartosci dla
potomkéw tego wierzchotka (w przykladzie oznacza to, ze warto$é dla 4 jest r6zna od wartosci
dla 7). Postepujac w ten sam spos6b na kolejnych poziomach naszego drzewa otrzymamy war-
tosciowanie wszystkich jego lici. Na koniec korzystajac z tablicy WY NIK mozemy wypisac
wartoéci w zadanej kolejnosci.



Zadanie B - Triangulacja

Rozwiazanie jest zastosowaniem metody programowania dynamicznego.

Czesciowe wyniki przechowywaé bedziemy w macierzy n xn, gdzie n jest liczba wierzchotkéw
zadanego wielokata wypuklego. Oznaczmy te macierz przez t. Element t[i, j| bedzie zawieraé
najmniejszg mozliwg sume obwodéw tréjkatow wyznaczonych przez triangulacje wielokata roz-
pietego na wierzchotkach < v;,viy1,...,v; >. Na poczatku definiujemy wage ,dwukata” jako
zero, tzn. t[i,1 + 1] = 0. W dalszej kolejnosci rozwazaé bedziemy minimalne triangulacje kolej-
nych tréjkatow, czworokatow, pieciokatéw,... itd. ztozonych z kolejnych wierzchotkéow wyjscio-
wego wielokata.

Wyznaczajac wartosc t[i, j|, rozwazamy wielokat rozpiety na wierzchotkach < v;, viy1,...,v5 >,
gdzie j > i + 1. Odcinek v;v; jest jednym z bokéw tego wielokata. Zauwazmy, ze mozemy po-
dzieli¢ nasz wielokat tréjkatem rozpietym na tym odcinku i dowolnym wierzchotku vy, gdzie
i < k < j. Trojkat ten dzieli nasz wielokat na wielokaty < v, viy1,...,v% > 1 < Vg, Vg1, ..., Uj >.

Vn ......... 0
Vo . \ Triangulate
at cost [k ]
. .
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Triangulate
at cost tli.kl

Rysunek 1: Podzial < v;,vi11,...,v; > na dwa mniejsze wielokaty (Zro’dlo obrazka).

Do wyznaczenia minimalnej dlugosci triangulacji mozemy teraz wykorzystaé wartosci ¢[i, k|
oraz t[k, j] obliczone we wczedniejszych iteracjach. Doliczajac do wyniku obwdd tréjkata Avsvgv;
(oznaczony przez w(v;vgv;)), otrzymujemy zalezno$é rekurencyjna:

t[ij]:{o jezeli j =i+ 1
’ min; << ([, k] + tk, j| + w(vivgvy))  jezeli j > i+ 1.
Ostateczny wynik mozemy odczytaé¢ odejmujac od wartosci komérki ¢[0, n] dlugosé obwodu
wielokata i dzielac otrzymany wynik przez 2. Zlozono$é obliczeniowa rozwiazania wynosi O(n?).
Dokladniejsza analize tego problemu mozna znalezé w starszych wersjach Cormena lub np.
na stronie http://www.cs.sunysb.edu/” jgao/CSE5648-fall107/David-mount-DP. pdf.


http://www.cs.sunysb.edu/~jgao/CSE548-fall07/David-mount-DP.pdf
http://www.cs.sunysb.edu/~jgao/CSE548-fall07/David-mount-DP.pdf

Zadanie C - Strazak

Popatrzmy na opis powigzan pomiedzy budynkami naszego miasta jak na graf nieskierowany.
Aby rozwiazaé zadanie, musimy po pierwsze zauwazy¢, ze dla ukorzenionego grafu (G, r) o mak-
symalnym stopniu A(G) < 3 oraz deg(r) < 2, istnieje optymalna strategia ochrony budynkéw,
w ktérej kazdy wybierany do ochrony wierzcholek jest sgsiadem co najmniej jednego palacego
sie budynku.

Poprzez analize tresci zadania, mozemy wyr6zni¢ nastepujace przypadki:

e Wierzchotek, w ktorym wybucht pozar, ma stopnien réwny 3 = odpowiedz jest réwna
|G| — 1.

e Wierzcholek, w ktérym wybuchl pozar, ma stopnien 1 = odpowied? jest réwna |G| — 1.

e Jedyny przypadek, ktéry musimy przeanalizowaé dokladniej, to sytuacja, w ktérej deg(r) =
2. Rozwazmy dwa podzbiory zbioru domostw: V5 - domostwa o stopniu réwnym co najwy-
zej dwa, oraz Vo - domostwa o stopniu rownym 3 nalezace do cykli grafu reprezentujacego
miasto. Nasze zadanie sprowadza sie do minimalizacji funkcji f zdefiniowanej nastepujaco
(dla kazdego wierzchotka u):

Definicja

C(u) —2 dla uw = r (o ile C(u) jest okreslone)
f(u) =< dist(u,r) +1 dlau € Vo \ {r} ,
dist(u,r) +C(u) —1 dlauwue Vg

gdzie C(u) to dlugo$é najkrotszego cyklu, w ktérym zawiera sie wierzchotek w. Mozna
udowodnié, ze nie da sie ochronié¢ przed spaleniem wiecej niz |G| — min{f(u)|x € Vo U
Ve U{r}} wierzchotkéw. Algorytm obliczania wartosci funkcji f jest nastepujacy. Najpierw
uzywamy algorytmu BFS, by dla kazdego wierzchotka obliczy¢ jego odlegloéé od zrodia
pozaru r. W kroku drugim, dla kazdego wierzchotka stopnia 3 szukamy (znéw za pomoca
BFS) dlugosci minimalnego cyklu, w ktérym si¢ on znajduje. Jako odpowiedz podajemy
warto$é |G| — min{f(u)|lz € Vo U Vo U {r}}.



Zadanie D - Stoneczna wyspa

W jezyku teoriografowym zadanie polega na wyznaczeniu liczby multichromatycznej dowolnego
grafu zewnatrzplanarnego, a nastepnie multikolorowania takiego grafu. Graf zewnatrzplanarny
to graf planarny, dla ktérego istnieje takie zanurzenie w R?, ze kazdy wierzcholek znajduje sie
na zewnetrznej Scianie. Graf wejsciowy spelnia to zatozenie, gdyz wszystkie wierzchotki leza
na brzegu pewnego cyklu lub na wychodzacych z niego prostych Sciezkach, ktére nie tworza
dodatkowej $ciany. Dodatkowo krawedzie w srodku cyklu (mosty) z zalozenia sie nie przecinaja,
wiec nie psuja planarnosci. Multikolorowanie to funkcja, ktéra wierzchotkom przypisuje pewne
zbiory koloréw w taki sposéb, aby dwa wierzchotki potaczone krawedzia posiadaly roztaczne
zbiory koloréw. Opisane w treéci zadania zalozenia prowadza wprost do takiej funkcji.

Aby rozwigzaé postawiony problem, trzeba w rzeczywistodci rozwiazaé kilka podproblemoéw.

e wyznaczy¢ minimalne cykle

e uszeregowacé cykle w odpowiedniej kolejnosci
e multikolorowaé cykle

e multikolorowaé¢ promienie (Sciezki)

Wyznaczenie minimalnych cykli jest problemem dos¢ prostym, w ktérym mozna wykorzystac
np. przeszukiwanie grafu wszerz.

Uszeregowanie cykli powinno odbyé¢ sie w taki sposéb, aby rozpoczynaé od dowolnego cyklu,
a nastepnie kolorowacé te cykle, ktére maja doktadnie dwa wierzchotki juz pokolorowane. Mozna
tego dokonaé poprzez stworzenie dodatkowego grafu, w ktorym wierzchotki reprezentujg mini-
malne cykle, a krawedzie tacza dwa cykle wtedy i tylko wtedy, kiedy posiadaja one dokladnie
dwa wspoélne wierzchotki. Przeszukanie takiego grafu dowolng metoda wyznaczy nam kolejnosé
multikolorowania cykli.

Rozwigzanie problemu multikolorowania cykli (podobnie zreszta jak calego zadanego tu
problemu) jest szczegdlowo opisane w pracy [Narayanan, Shende, Static Frequency Assignment
[in Cellular Networks, Algorithmica (2001) 29: 396-409| w rozdziale 3 Optimal Multicoloring of
Cycles (str. 399-400).

Mutikolorowanie Sciezek jest problemem dosé prostym. Wystarczy wyznaczy¢ liczbe multi-
chromatyczng jako najwieksza sume wag wierzchotkdéw potaczonych krawedzia. Nastepnie nalezy
wzigé przedzial liczb od 1 do tej wyznaczonej wartosci i na przemian kolorowa¢ wierzchotki ko-
lorami z poczatku i konca tego przedzialu. Metoda jest analogiczna do metody opisanej we
wspomnianej pracy w przypadku cykli parzystych.

Odpowiedzia na wyjéciu powinna by¢ maksymalna wartosé liczby multichromatycznej wy-
znaczona dla cykli oraz promieni. Multikolorowanie powinno by¢ wyznaczone poprzez odpo-
wiednie przekolorowywanie multikolorowan cykli wedlug wyznaczonej kolejnosci, a nastepnie
przekolorowanie promieni, zawsze zaczynajac od wierzchotka sasiadujacego z cyklem.




Zadanie E - Dziadkowie

Chociaz mozna ryzykowaé, zakladajac, ze niewiadome w zadaniu sg dobrane zdroworozsadkowo,
to wyznaczenie ich komputerowo nie powinno zajmowaé wiele czasu (komputera na obliczenia
oraz czlowieka na implementacje).

Na wstepie warto zauwazy¢, iz X nie moze by¢ tak duze, zeby X? oraz X? zawieraly lacznie
wiecej niz 10 cyfr. Stad mozna je ograniczyé z géry np. przez 100, bo 100% i 100® maja tacznie
12 cyfr. Prawidtowa warto$¢ X wynosi 69. Poniewaz 9! wynosi tylko 362880, nic nie stoi na
przeszkodzie, by znalezé G rozpatrujac wszelkie mozliwe permutacje. Dla porzadku nadmienimy,
iz G =232

Ostatecznie kod rozwiazujacy problem jest nastepujacy:

int main()
{
const int X = 69;
int iTests;
scanf ( "%d", &iTests );

long long N;
for( int iTestCnt = 1; iTestCnt <= iTests; iTestCnt++ )
{

scanf ( "%114", &N );
if( iTestCnt % X == 0 )
printf( "AMPPZ 2010\n");
else
printf( "%1ld\n", (3*N+3)/7 );
}

return O;

Nalezy zwroci¢é uwage, by zmienna N byta typu 64-bitowego. Gdyby zmienna N byta 32-
bitowa, to w drugim wywolaniu funkcji printf nastapitoby przekroczenie zakresu.



Zadanie F - Ciasteczkowy potwor

Zadanie polega na znalezieniu dwoch sasiednich cyfr usunietych z silni pewnej liczby. Rozwia-
zanie wzorcowe generuje silnie dla n = 5, .., 11, natomiast dla n > 11 bada podzielnos¢ zadanej
silni przez 7, 9 i 11. Liczby te wybrane sg z tego powodu, ze podzielnos¢ przez 9 i 11 mozemy
wyznaczy¢ w prosty sposob, korzystajac tylko z dodawania i odejmowania oraz jednej operacji
modulo. Niestety, jak mozna zauwazy¢, podzielnosé przez liczby 111 9 nie rozréznia przypadkow,
gdy dwie usuniete cyfry to 0 0 lub 9 9. Stad tez musimy wykorzysta¢ dodatkowo informacje na
temat reszty z dzielenia naszej silni np. przez 7.



Zadanie G - Spacer

W rozwigzaniu tego zadania zapamietujemy na kazdym skrzyzowaniu, ktore odwiedzit Ja$, kie-
runek, z ktorego przybyl on na to skrzyzowanie i kierunek, w ktéorym udal sie opuszczajac je.
Nastepnie, zaczynajac od punktu, w ktérym Jad ukonczyt swoja wedrowke, probujemy cofnaé
sie jego Sladami przy zachowaniu zasady, ze na kazdym skrzyzowaniu skrecamy mozliwie najbar-
dziej w prawo (to znaczy, jezeli jest to mozliwe, najpierw wybieramy skret w prawo, nastepnie
péjscie prosto, zas w pdzniejsze] kolejnosci skret w lewo czy tez wycofanie sie). Jezeli w ktéryms
momencie trafimy do punktu poczatkowego, z ktérego Jas rozpoczat swoja wedrowke, oznacza
to, ze jest mozliwy jego powrdt do domu unikajacy przecigcia w jakimkolwiek punkcie szlaku
jego pierwotnego spaceru. Jezeli natomiast na naszej drodze ponownie trafimy do punktu, w
ktorym Jaé ukonczyt swdj spacer, oznacza to, ze taki powrdt nie jest mozliwy.

jednym kierunku, to uruchamiamy nasz algorytm niezaleznie dla kazdej z drég (tzn. w kazdym
z mozliwych kierunkéw). Obrazuje to ponizszy rysunek :

’%%%* N

Rysunek 2: Dzialanie algorytmu. Gwiazdka - punkt startowy Jasia, kotko - punkt konicowy
spaceru Jasia. Na czerwono oznaczono drogi, ktorymi Ja$ przechodzil w trakcie spaceru. Zie-
lone strzaltki oznaczaja droge algorytmu przy pierwszym uruchomieniu, niebieskie przy drugim.
Odpowiedz jest w tym przypadku réwna ,,TAK”.



Zadanie H - Suma kontrolna

Po sprawdzeniu, ze generator G jest liczba pierwsza, wystarczy dokonaé¢ odpowiedniego xoro-
wania wiadomosci M’ z G, by obliczyé sume kontrolng (zakladam, ze acMessage zawiera bity
M oraz wystarczajaca liczbe miejsc, by dopisa¢ |G| — 1 zer; acGen zawiera bity generatora G):

typedef long long 11;

11 solve()
{
for( int iCnt = 0; iCnt < iGenLen - 1; iCnt++ )
acMessage[ iMessLen + iCnt ] = 0;
iMessLen += ( iGenlLen - 1 );

for( int iPos = 0; iPos <= iMesslLen - iGenLen; iPos++ )

{
if( acMessagel[ iPos ] == 0 )
continue;
for( int iPosGen = 0; iPosGen < iGenLen; iPosGen++ )
acMessage[ iPos + iPosGen ] “= acGen[ iPosGen ];
}

11 11Res = 0, 1llFactor = 1;

for( int iCnt = 0; iCnt < iGenLen - 1; iCnt++ )

{
11Res += ( acMessage[ iMesslen - 1 - iCnt ] * 1llFactor );
11Factor *= 2;

}

return 11Res;

Pozostaje odpowiedZ na pytanie, jak szybko sprawdzié, czy liczba 48-bitowa jest pierwsza.
Mozna to zrobié¢ przez swoista ,derandomizacje” algorytmu (testu) Millera-Rabina. Faktem
jest bowiem, ze dla $wiadkéw ztozonosci 2,3,5,7,11,13, 17 test Millera-Rabina nie myli sig, jesli
badamy pierwszos¢ liczby mniejszej od 341550071728312. Wiecej informacji o tescie Millera-
Rabina mozna znalezé np. we ,,Wprowadzeniu do algorytméw” (wyd. PWN) lub w ,,Algorytmice
praktycznej” (wyd. PWN).



Zadanie I - Waz

Najpierw nalezy zauwazy¢, ze dla n > 4 zawsze mozemy odwrdci¢ weza, jesli jego dhugosé jest
nie wieksza niz n — 1. Jedli waz jest dluzszy lub n = 3, to weza nie daje si¢ odwrdcicé.

Majac dane ulozenie poczatkowe weza v1, ..., v, przechodzimy nim po grafie w taki sposéb,
aby wierzcholek vy znalazl sie poza zbiorem wierzchotkéw zajmowanych przez weza (lub tez byl
ogonem weza). Nastepnie przechodzimy glowa weza do wierzcholka v1, a potem do wierzchotka
ve. Operacja ta pozwala nam odwroécié orientacje jednej krawedzi weza. W dalszych krokach
powtarzamy te sama metode powiekszajac za kazdym razem fragment odwrdconej czesci weza
o 1. Calos¢ obrazuje rysunek:
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Rysunek 3: Kolejne kroki algorytmu.

Rozwiazanie jest realizowane przez kod:

printf ("%d\n" ,n*x(m-1));
for(int y=0;y<m-1;y++){
for(int i=0;i<n-2-y;i++) printf("%d ",wilil);
for(int i=n-1;i>=n-2-y;i--) printf("%d ",wil[i]);
}

Tablica ,wi” przechowuje tu wierzchotki grafu posortowane w taki sposéb, by najpierw wy-
stepowalo w niej n — m wierzchotkéw, ktérych waz nie zajmuje w poczatkowym ustawieniu, a
nastepnie m wierzchotkow, ktére zajmuje on na poczatku, podanych w kolejnosci od ogona do
gltowy.

Zadanie bylo zainspirowane wynikami Ryuzo Toriegol


http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-4PJ6BT3-4&_user=10&_coverDate=09%2F06%2F2008&_rdoc=1&_fmt=high&_orig=search&_origin=search&_sort=d&_docanchor=&view=c&_searchStrId=1530444304&_rerunOrigin=google&_acct=C000050221&_version=1&_urlVersion=0&_userid=10&md5=db8481f41975e832ccbd5c120e8cfd5c&searchtype=a

Zadanie J - Chciwcy

Celem zadania bylo wyliczenie wartosci uogdlnionej funkcji Sprague’a-Grundy’ego na grafie.
Definicje funkcji i sam algorytm jej wyznaczania mozna odnalezé na stronie 15 publikacji|/Aviezri

S. Fraenkelal
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http://www.wisdom.weizmann.ac.il/~fraenkel/Papers/rra.ps
http://www.wisdom.weizmann.ac.il/~fraenkel/Papers/rra.ps

Zadanie K - ADOM

W naszych rozwazaniach skupimy si¢ tylko na blokach lezacych ponad i na prawo od punktu
obserwacji, gdyz dla kazdej innej ¢wiartki uktadu wspoétrzednych mozna oddzielnie zastosowaé
podana metode. Zaczynajac od punktu obserwatora ,,P” przechodzimy po planszy rozpatru-
jac pola w kolejnosci niemalejacych odleglosci od ,,P” w |metryce taksowkowej. Dla kazdego
pola badamy, w jakim zakresie jest ono widoczne, spogladajac na jego bezposrednich sasiadow
znajdujacych sie¢ na lewo i pod nim.

Rysunek 4: Na czerwono oznaczono aktualnie przetwarzane pole. Patrzac na sasiadéw badamy
widocznosé tego pola i zapamietujemy widocznosé z niego do jego gbérnego oraz prawego sasiada.

Osobno trzeba okredlié¢, czy fragment Sciany, teoretycznie widoczny z punktu ,,P”, nie znaj-
duje sie poza promieniem widzialnosci gracza, gdyz w takim wypadku blok ten nie jest widoczny.
Przyktad takiego specyficznego testu jest pokazany ponizej:

1

10 19 4

R 0.0.0. 90 GU XX.X.
X.XXX.X.X.X.X. .XX..

XX.o.o.o.o.. XXX...XX
Xoooooooo. X...X
X..X...P..... X

X.XX. X X....

X.X...... XX....XX.X

XUXXLXLUXL L XL LUXXLX
X...X. . X.XXXX.. .X..

........ Xooooooon.
...... Xooooooooo
......... XXX ..ol
..... X...Po.ooooo
..... Xoooooooooo,
......... XXoooooo
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Przestrze%C5%84_metryczna

Powyzej przez ,*” oznaczono $ciane, ktérej widoczna czeéé znajduje sie poza promieniem
7 )

widzialnosci. Prawidtowa odpowiedzia jest w tym przypadku:
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